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Chapitre 13
Equations différentielles

Exercice 1 : On détermine les solutions de ’équation homogéne, puis on utilise
la méthode de la variation de constante pour déterminer toutes les solutions de
I’équation différentielle. Les solutions sont

. 7Tt 2
(i) y(t) = 1 + 5 + Aexp (—7t> avec A € R,
. 1, 3, 9
(i) y(t) = §t - it + 1 + Aexp (—2t) avec A € R,

3 1
y(t) = —x cos(t) — R sin(t) + Aexp(2t) avec A € R,
2+ 2t

y(t) = —1+ Aexp <

(v) y(t) = exp(t) + Aexp(t?) avec A € R,
(vi) y(t) =t — 1+ A(t? + 1)"/? exp(Arctan(t)) avec A € R.

Exercice 2 :

) avec A € R,

(i) Les solutions de ’équation différentielle sur les intervalles de R* sont
y(t) = At> +t° avec AcR.

Si il existe une solution y : R — R de (E), alors il existe (a,b) € R? tel
que
at? + ¢3
v ={ 1 s

La fonction y est continue en 0, donc on doit avoir

sit<0
sit>0

y(0) = lim

y(t) = lim y(t) =0,
t—0—

t—0t

ce qui ne donne pas de condition sur (a,b). La fonction y est dérivable en
0, donc on doit avoir

y(0) = lim ¢/(t) = lim y/(t) =0,

t—0— t—0+

ce qui ne donne pas de condition sur (a,b). Réciproquement, la fonction

at® + ¢
bt? + t3

sit <0

2
Gitsq avec (a,b) e R

y(t) =

est dérivable d’aprés les calculs précédents et elle vérifie I’équation diffé-
rentielle sur R.

(ii) Les solutions de I’équation différentielle sur les intervalles de R* sont

y(t) = Aexp (-1) AcR.

sit<0
sit>0

Si il existe une solution y : R — R de (E), alors il existe (a,b) € R? tel
aexp(—1/t)

que
y(t) = { bexp(—1/t)

La fonction y est continue en 0, donc on doit avoir

y(0) = lim y(¢) = lim y(t) =0,

t—0— t—0t

ce qui impose a = 0. La fonction y est dérivable en 0, donc on doit avoir

y'(0) = lim y/(t) = lim y'(t) = 0,
t—0~ t—0t+
ce qui ne donne pas de nouvelle condition sur (a,b). Réciproquement, la

fonction
0 sit<0

y(t) = { bexp(—1/t) sit>0
est dérivable d’aprés les calculs précédents et elle vérifie I’équation diffé-
rentielle sur R.

avec beR

(iii) Les solutions de I’équation différentielle sur les intervalles de R* sont

A
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sit<0
sit>0

Si il existe une solution y : R — R de (E), alors il existe (a,b) € R? tel
1+a/t

que
Mﬂ:{1+¢ﬁ

La fonction y est continue en 0, donc on doit avoir

y(0) tg;g_y( ) tji%_y()

ce qui impose a = b = 0. Réciproquement, la fonction y(t) = 1 est dérivable

et elle vérifie I’équation différentielle sur R.

Exercice 3 : Soit f : R — R continue vérifiant ’équation. En prenant x = 0,
on obtient f(0) = 1. De plus, la fonction f est nécessairement dérivable, et en
dérivant la relation, on obtient

VzeR f'(x)=azf(x).

Ainsi, f est solution de I’équation différentielle ¢y’ = xy, donc il existe A € R tel
que
x

Ve eR f(x)=Aexp <;) :

Comme A = f(0) = 1, on obtient nécessairement que

Ve e R f(x) =exp (f) .

Réciproquement, on vérifie que cette fonction est solution de I’équation.

Exercice 4 : On détermine les solutions de ’équation homogéne en utilisant
I’équation caractéristique, puis on détermine une solution particuliére de I’équa-
tion différentielle. Les solutions sont

(i) y(t) = Acos(3t) + Bsin(3t) + %e—t avec (4, B) € R,

1
(ii) y(t) = Aet + Be3t — §tet avec (A, B) € R?,

(iii) y(t) = Ae! + Bte! + t2e! avec (A, B) € R?,

2 1
(iv) y(t) = Ae tcos(t) + Be tsin(t) — R cos(t) + = sin(t) avec (4, B) € R?,

3 1
(v) y(t) = Aet + Be?! + 2 cos(2t) — 2 sin(2t) avec (A, B) € R?,

(vi) y(t) = Ae’ cos(t) + Belsin(t) + %tet sin(t) avec (4, B) € R2.

Exercice 5 :

1. En notant z(t) = (1 + ¢')y(t), on a

Ainsi, on obtient que si y est solution de (F), alors z vérifie I'équation
différentielle
24z =¢é (E').

2. D’apres la question précédent, en déterminant les solutions de (E’), on
obtient

2(t) = Acos(t) + Bsin(t) + %et avec (A, B) € R2.

Avec la relation z(t) = (1+e!)y(t), on conclut que les solutions de (E) sont

cos(t)
14 et

sin(t) el

A, B) € R?
T+et  2(1+et) avec (4, B) €

y(t) = A

Réciproquement, on vérifie que ces fonctions sont solutions de (F).

Exercice 6 :

1. En notant z(t) = y(e'), on a
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Si I'on pose z = e! dans 1’équation (E), elle se réécrit
ey (e!) — 3ely/ (et) + 4et = 0.
On en déduit que z vérifie I’équation différentielle

2 =42 +42=0 (E).

2. D’aprés la question précédent, en déterminant les solutions de (E’), on
obtient
2(t) = Ae* 4 Bte* avec (A, B) € R%

Avec la relation y(z) = z(In(x)), on conclut que les solutions de (E) sont
de la forme

y(t) = Az® + B2®In(z) avec (A, B) € R%
Réciproquement, on vérifie que ces fonctions sont solutions de (FE).

Exercice 7 :

1. On remplace y(z) = z dans ’équation (E)

ala —1)z?2* 2 +arz® —d®2* =0 & (o -d?)z“=0.

On en déduit que y est solution de (E) si et seulement si o = +a.
2. Sur l'intervalle I, on a ’équivalence

1 a?
(E) < y”—l—; ,*ﬁyzoa

donc d’apreés le cours, ensemble des solutions de (F) est un espace vectoriel
de dimension 2. De plus, les fonctions x — z% et £ — =% sont solutions de
Péquation différentielle (E). Comme ces solutions ne sont pas colinéaires,
elles forment une base de I’espace vectoriel des solutions. Ainsi, les solutions
de (F) sont

y(r) = Az” + B2~ avec (A, B) € R

Exercice 8 :

1. Soit y une fonction polynomiale de terme dominant a,t" avec a, # 0. Si
y est solution de (F), alors en isolant le terme dominant dans I’équation
(E), on obtient

(n(n—1)=2n+2)a, =0 < (n—1)(n—2)=0.

Ainsi le polynoéme y est de degré au plus 2. En écrivant y(t) = at? + bt +c,
puis en remplacant dans (F), on obtient

(t+1)%(2a) —2(t+1)(2at +b) + 2(at’* + bt +¢) =0 < 2a—2b+2c = 0.

On conclut que les solutions polynomiales de (E) sont les fonctions
y(t) = A(t> = 1)+ B(t +1) avec (A, B) € R%
2. Sur lintervalle I =] — 0o, —1[ ou I =] — 1,400[, on a I’équivalence

2 ., 2
t+17 Tt

(E) A y// - Y = 0,

donc d’apres le cours, I’ensemble des solutions de (F) sur I est un espace
vectoriel de dimension 2. A la question précédente, on a déterminé des
solutions de (E) qui forment un espace de dimension 2. Ainsi, les solutions

de (F) sur I sont

y(t) = A(t* = 1)+ B(t+1) avec (A,B) € R

sit< —1
sit>—1

3. Si il existe une solution 3 : R — R de (E), alors il existe (A4, B,C, D) € R*
A(t? —1)+ B(t+1)

tel que
yt) = { C(t2— 1)+ D(t+1)

La fonction y est continue en —1, donc on doit avoir

y(-1) = Tim y(t) =

t——1-

lim y(t),

t——17+
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ce qui ne donne pas de condition sur (A, B,C, D). La fonction y est déri-
vable en —1, donc on doit avoir

y(=1) = lim y'(t) =

t——1—

lim /(¢),
t—>—1+y( )

ce qui impose B —2A = D — 2C. La fonction y est deux fois dérivable en
—1, donc on doit avoir

y'(-1) = lim y"(t) =

t——1—

lim 3" (¢),

t——1+
ce qui impose A = C. Réciproquement, la fonction
y(t) = A(t* —1) + B(t+1) avec (A,B) e R
est deux fois dérivable et elle vérifie 'équation différentielle sur R.

Exercice 9 :

1. Soit y une fonction polynomiale de terme dominant a,t™ avec a, # 0. Si
y est solution de (E), alors en isolant le terme dominant dans ’équation

(E), on obtient
(nn—1)—=2)a, =0 < (n—2)(n+1)=0.

Ainsi le polynoéme y est de degré 2. En écrivant y(t) = at? + bt + ¢, puis en
remplacant dans (E), on obtient

20(t* +1) = 2(at* +bt +¢)=0 < b=0 et a=c
On conclut que les solutions polynomiales de (E) sont les fonctions
y(t) = At +1) avec A€eR.

2. La solution h(t) = t2+1 ne s’annule pas sur R. On peut utiliser la méthode
de la variation de la constante. En posant y = zh dans (F), on obtient

(t* +1)2" + 4t = 0.

En notant u = 2’ et en résolvant (2 + 1)u’ + 4tu = 0, on obtient

2(t) =u(t) = A eR,

m avec

donc

t 2
z(t)=A <t2+1 + Arctan(t)> + B avec (A,B)eR”.

Finalement, les solutions de (F) sur I sont
y(t) = A(t+ (#* + 1)Arctan(t)) + B(#* + 1) avec (A4, B) € R%

Exercice 10 :

1. Soit y une fonction polynomiale de terme dominant a,t" avec a, # 0. Si
y est solution de (H), alors en isolant le terme dominant dans I’équation
(H), on obtient

(nn—1)+n—-1a,=0 <& (n+1)(n—1)=0.

Ainsi le polynome y est de degré au plus 1. En écrivant y(t) = at + b, puis

en remplacant dans (H), on obtient

b=0.

at—(at+0)=0 <

On conclut que les solutions polynomiales de (H) sont les fonctions

y(t) = At avec A€R.

2. Sur l'intervalle I =] — 00, 0[ ou I =]0, +o0], la solution h(t) = ¢ ne s’annule
pas. On peut utiliser la méthode de la variation de la constante. En posant
y = zh dans (FE), on obtient

32" + 3122 = 1.
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En notant u = 2’ et en résolvant t3u’ + 3t>u = 1, on obtient

A

1
Z’(t):u(t)=ﬁ+t3 AER,

avec

donc 4 .
z(t) = 2 + B — 7 avec (A, B) € R?.

Finalement, les solutions de (F) sur I sont
A 2
y(t) = ?—i—Bt— 1 avec (A,B)e€R.
3. Si il existe une solution y : R — R de (E), alors il existe (4, B,C, D) € R*

tel que
y(t) = {

La fonction y est continue en 0, donc on doit avoir

sit<0
sit>0

A/t + Bt —1
C/t+ Dt —1

0) = lim y(t) = lim y(¢

y(0) = lim y(t) = lim y(t),

ce qui impose A = C = 0. La fonction y est dérivable en 0, donc on doit
avoir

'(0) = lim ¢/(t) = lim v/(t),
y'(0) tggl_y() t—l>%1+y()

ce qui impose B = D. Réciproquement, la fonction
y(t)=Bt—1 avec BeR.

est deux fois dérivable d’apreés les calculs précédents et elle vérifie I’équation
différentielle sur R.

Exercice 11 :

1. Soit y une fonction développable en série entiére de rayon de convergence
R > 0. On peut écrire

“+o0o
Vt €] - R,R[, y(t)= Zant”.
n=0

En substituant dans (F), on obtient

+oo +oo +00
(1+1t%) Z n(n — 1)a,t" 2 + 4t Z nat™ 1 4+ 2 Z ant” =0
n=0 n=0 n=0
“+o0o “+o0o
& Z(n(n — 1) +4n+ 2)apt" + Z n(n —1)a,t" 2 =0
n=0 n=2

+oo
& Z ((n +1)(n+2)a, + (n+2)(n+ 1)an+2>t” =0.
n=0

Par unicité du développement en série entiére, on en déduit

Vn € N,

Ap+2 = —Qp.

Ainsi, on peut écrire

VpeN, ag=(-1)ar et agpt1 =(—1)"a,
donc
=2 = ap + art
t) = —1)Pt?p —pertl = 2
y(t) ao;( ) +a1pz_:o( ) T2

Réciproquement, cette fonction est développable en série entiére sur |—1, 1[.
Ainsi, les solutions de (F) développables en série entiére sont les fonctions

_At+B

T Avee (A, B) € R?.

y(t)
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2. On vérifie que les fonctions de la forme

At+ B
y(t) =

1+t
sont des solutions de (E) sur R. L’ensemble de ces fonctions forment un
espace vectoriel de dimension 2. De plus, on a I’équivalence
4t
1+

avec (A, B) € R

E o " / =0,
(E) Vit pY tioeY

donc d’aprés le cours, I'ensemble des solutions de (E) sur R est un espace
vectoriel de dimension 2. On conclut que les solutions de (E) sur R sont

les fonctions
At+ B

1+1¢2

y(t) = avec (A, B) € R

Exercice 12 :

1. Soit y une fonction développable en série entiére de rayon de convergence
R > 0. On peut écrire

Vo €] - R, R[, yx

E anx"

En substituant dans (F), on obtient

+o0o +o0 +o0o
z(1—x) Zn(n — Dapz" 2 + (1 - 3z) Znanx"_l — Zanx" =0
n=0 n=0 n=0

—+00

<:>Z n(n—1) —3n — 1)ayz" +Z
n=1

@—Z(n—&—

<:>Z( n—|—1

n—1)+n)a,z" =0

+oo
1)2ana" + Z(n +1)%ap112" =0
n=0

n+(n+ 1)2an+1)1:" =0.

6,10

Par unicité du développement en série entiére, on en déduit

VneN, apt1=a, < VneN, a,=ap.

Ainsi, on peut écrire

Réciproquement, cette fonction est développable en série entiére sur |—1, 1[.
Ainsi, les solutions de (F) développables en série entiére sont les fonctions

A
= AeR.
y(x) T, avec €

. On commence par vérifier que la fonction h(x) = (1 —x)~! est une solution

de (F) qui ne s’annule pas sur les intervalles I =| — 00, 0[, I =|0, 1] ou
I =]1,+o0]. On peut utiliser la méthode de la variation de la constante.
En posant y = zh dans (F), on obtient

xZ" + 7 =0.

En notant u = 2’ et en résolvant zu’ + u = 0, on obtient
, A
Z(z) =u(r) = — avec A€R,
x

donc
z(z) = Aln(|z]) + B avec (A, B) € R?.
Finalement, les solutions de (F) sur I sont

_Al(je) | B
y(w) = 1—=x +1—x

avec (A, B) € R

. Siy:R — R est une solution de (E), alors il existe (4, B,C, D, E, F) € RS

tel que
(Aln(—z)+ B)/(1—=x) si <0
y(z) = (Cln(z)+D)/(1—2) si 0<z<l1
(Eln(x)+ F)/(1—2) si x>1
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La fonction y est continue en 0, donc on doit avoir

y(0) = lim y(z) = lim y(z),

z—0~ z—0t

ce qui impose A = C =0 et B = D. La fonction y est continue en 1, donc

on doit avoir
y(1) = lim y(z) = lim y(z),
r—1+

rz—1~

ce qui impose D = F = 0 et C = E. Finalement la seule de solution de

(E) sur R est la fonction nulle.

Exercice 13 :

1. Soit y une fonction développable en série entiére de rayon de convergence

R > 0. On peut écrire

V€] — R,R[, y(x)= Z anz”.

n=0
En substituant dans (E), on obtient

+o0o “+oo

Z(n(n —1)—n+1aya" — Z(n(n — 1)+ n)apz" =0

“+oo

+00
& Z(n —1)2a,2"™ — Z(n — 1)?a,_ 12" =
n=0

n=1

+oo
< ap+ Z ((n —1)2%a, — (n— 1)2an,1)x”
n=1

0

=0.

Par unicité du développement en série entiére, on en déduit ag =0 et

VneN', api1=a, < VneN,

Alinsi, on peut écrire

400 anx

— n_ %l

y(x)—alglx =14
n—=

anp = ay.

7/10

Réciproquement, cette fonction est développable en série entiére sur |—1, 1[.
Ainsi, les solutions de (E) développables en série entiére sont les fonctions

y(z) = Az avec A eR.
x

. On commence par vérifier que la fonction h(z) = /(1 —x) est une solution

de (E) qui ne s’annule pas sur les intervalles I =] — o0,0[, I =]0,1] ou
I =]1,4+o00]. On peut utiliser la méthode de la variation de la constante.
En posant y = zh dans (F), on obtient

3+ 2% =20 & x4 2 =2
En notant u = 2’ et en résolvant zu’ + u = 2z, on obtient
, A
Z(x) =u(zr)=—+x avec AeR,
x

donc
2

2(x) = Aln(|z|) + B + % avec (A, B) € R?.

Finalement, les solutions de (F) sur I sont

Az In(|x|) Bx 3
= + +

A, B) € R%
1—s Ti-staaog ¥ UD€

y(z)

. Siy:R — R est une solution de (E), alors il existe (4, B,C, D, E, F) € RS

tel que

(Azln(—z) + Br +23/2)/(1 —x) si  x<0
y(x) = (Cxln(z)+ Dz +23/2)/(1—2) si 0<z<1
(Exln(z) + Fr+23/2)/(1—2z) s 2>1

La fonction y est continue en 0, donc on doit avoir

y(0) = lim y(z) = lim y(z),

x—0~ z—0t
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ce qui ne donne pas de condition. La fonction y est dérivable en 0, donc on
doit avoir
lim y'(z),

z—0t

y'(0) = lim y'(z) =
z—0

ce qui impose A = C =0 et B = D. La fonction y est continue en 1, donc
on doit avoir

lim
r—1t

lim y(x) =

rz—1—

y(1) = y(x),
ce qui impose D = F = —1/2 et C = E. Réciproquement, la fonction

_z(z+1)

y(z) = 5

est solution de (E) sur R.

4 -2 12 2 0
SRR ARG (I B )

donc on en déduit

[t -

-1 3 31 10
=Gy reG) 2eld)

donc on en déduit

Exercice 14 :
(i) On a

avec (A, p) € R2

(ii) On a

z(t) = 3X\el + pe*
{ ygt; = 2Xe! + pe? avec (A, p) € R2.
(iii) On a
> 4 12 1 00 0

donc on en déduit

z(t) = a+28+ye
y(t) = —B+2ye® avec (o, B,7) € R3,
2(t) = a—~yeb
(iv) On a
0 11 1 0 1 0 0 0
A=|-1 2 1), p=(1 -1 1|, p=|0 1 o],
1 01 -1 1 1 0 0 2
donc on en déduit
z(t) = a+ye*
y(t) = a—pel+ve*  avec (a,f,7) €R®.

2(t) = —a+fe + e

2 et 4 p(2t + 1)et
A=t + pte™t

1 -1 11 —2 1
=00 D) ) (0 )

e 2+ p(t+1)e 2

de—2t 4 Hte—Zt avec ()\,,U,) € R2'
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Exercice 15 :

(i) On a
1 ¢ — 2 0 0
P=1|1 -1 1], D=0 1+i o |,
1 1 1 0 0 1-—2

donc on en déduit que les solutions complexes du systéme sont

1 i —i
X(t)=ae® (1] 4800 [ —1 | 4079t [ 1
1 1 1

X1(t) Xa(t) X3(t)

avec (a, 3,7) € C3. Pour obtenir les solutions réelles, on remplace X» et
X3 qui sont conjugués par la leur partie réelle et imaginaire. On obtient

finalement
1 cos(t) sin(t)
X(t)=ae® | 1| +pBet | —sin(t) | +~e' | cos(t)
1 sin(t) — cos(t)
avec (a, 8,7) € R3.
(ii) On a
1 ¢ — 1 0 O
P — _3 1 1 y D = 0 2 O ,
-4 2 2 0 0 —

donc on en déduit que les solutions complexes du systéme sont

1 1 —1
Xt)=ae | =3 +Be" [ 1] +ye [ 1
—4 2 2
~——
Xl(t) Xz(t) Xd(t)

avec (a, 3,7) € C3. Pour obtenir les solutions réelles, on remplace X» et
X3 qui sont conjugués par la leur partie réelle et imaginaire. On obtient

finalement
1 — sin(t) cos(t)
X(t)=ae' | =3 | +8| cos(t) | +~| sin(t)
—4 2 cos(t) 2sin(t)

avec (a, 3,7) € R3.

Exercice 16 :

(i) On réduit la matrice A en fonction de ¢.

4= <2(21_—tt) Qtt_—ll)’ "= G ;> v <(1) (2)

Comme la matrice P ne dépend pas de t, en posant Y = P71 X, le systéme
est équivalent & Y/ = DY. On en déduit Y, puis en remplacant dans
X = PY, on obtient

et + ,uetz/2

2
Al + 2t avec (A, p) € R

—N
8
=
N—
I

y(t) =

(ii) Comme pour le premier, on a

C(t+3 2 (11 C(t+1 0
A"<—4 t—3)’ P“<—1-a>’ D“<() t—l)’

donc on en déduit

t+1)2

o () e (519

—1)2
Aexp u

<

—~
~

N

avec (A, p) € R2.
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Exercice 17 : Une fonction y est solution de (E) si et seulement si y est la
premiére composante d’un triplet (z1, 22, z3) solution du systéme différentiel

zh 0 1 0\ (/=1
ol =10 0 1] |22
xh -2 1 2/ \a3
On a
0 1 0 1 1 1 1 0 O
A=|0 o 1|, P=[1 -1 2|, D=|0 -1 o],
-2 1 2 1 1 4 0 0 2

donc on en déduit que les solutions de (E) sont

y(t) = z1(t) = ae’ + et + e avec (a,B,7) € R3.
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